Esercizio:

0 -2 2 0

1 0 -1 0
A= L -2 1 o Quanto fa 4%?

0O 0 0 -1
D=E". 4. E Dobbiamo trovare una matrice regolare E.
A=E-D-E™

A®=E-D-E"-E-D-E"-.-E-D-E"=E-D”-E"
Calcoliamo il polinomio caratteristico.

A2 -2 0
Lo A2 =2

p(x)=\M—A\=_1 1 o =(L+1D)-11 A 1 |=
-1 2 A1

2
0 0 0 A+l
Oo+1)-p2 =)=+ D20 1) =2 44— 20— 20+ 200~ 1)) = (L + D2 =1)—4n + 200 ~1)+ 2] =
o+ D[ + (0 —1)=4r +2]= (L + 1) =22 + 20 —2-4h+2)= (b + 1)° =27 —=20)=

AL+ 1A =2) A +1)

Gli autovalori sono0,-1,2,-1.
ma(O) =1= mg(O)

1. Scrivo la matrice con A =0 : la matrice che otteniamo ¢ I’opposta di A
0 2 -2 0\«x 0
-1 0 1 y 0
12 = Cerchiamo il nucleo.

z| |0
0O 0 O

w 0
Le equazioni saranno linearmente dipendenti; cerchiamo un minore di ragno massimo
ma=1=mg

— o O

Sappiamo che il sistema deve avere dim =1, quindi p =4-1=3

xX=a
—x+z=0

y=a
- x+2y—-z=0;

zZ=0
w=0

w=0

I vettori moltiplicati per 0 sotto I’endomorfismo sono quelli del tipo: (oc,(x,oc,O), Va € R, quindi

una base, raccogliendo a, & (1,1,1,0).

2. Scrivo la matrice con A =2
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2 2 -2 0)\«x 0

-12 1 0 0 2
12 1 0 =10 scegliamo come minore di rango massimo | —1 2
0 0 0 3 \w 0 0

Considero solo x, y, w: z sara il parametro a, e facciamo il sistema con le 3 righe coinvolte.
Ix-3z=0=x=a

2x+2y—-2z=0

y=0
- x+2y-z=0;

z=qa
3w=0

w=0

Una base per ’autospazio U, ¢ data dal solo vettore (1,0,1,0).

3. Scrivo la matrice con A =—1, speriamo in p = 2 cosi la matrice sara diagonalizzabile.
-1 2 -2 0
-1 -1 1 0
-1 2 -2 0

0 0 0 O

La prima e la terza riga sono uguali, la quarta ¢ nulla, quindi p <3

4-1=3
i {4 5 _ o 3 mon & possibile per quanto scritto sopra.

La dimensione dell’autospazio ¢ 2, quindi ma(— 1) =2= mg(— 1) : la matrice e diagonalizzabile.

-x+2y-2z=0 )
definisco z=a;w=f

—Xx—y+z=
—-x+2y=2a x=0
{—x+y:oc y=a
3y=3a=>y=a zZ=0a
x=a-y=>x=0 w=p

Una base per I’autospazio & {(0,1,1,0),(0,0,0,1)}
B1(1,1,1,0)

B2(1,0,1,0) ¢ una base spettrale.
B3(0,1,1,0),(0,0,0,1)

A ¢ un endomorfismo rispetto alla base canonica. La matrice associata rispetto alla base spettrale di-
venta una matrice diagonale, sulla cui diagonale ci sono gli autovalori:

x, =0
x,=-1
X, =2
0O 0 0 O
0 -1 0 O
D= 0 -1 0 Per scrivere questa matrice non € necessario conoscere la base spettrale.
0O 0 2
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L’ordine degli autovettori ¢ dato dall’ordine degli autovalori usati per calcolare le basi.
000 O

01 0 O
001 O
00 0 2%

La matrice E, nell’equazione D = E' 4E ¢ la matrice che ha come colonne i vettori della base spet-
trale espressi rispetto alla base canonica.

DZO —

1 0 0 1
1 1.0 0
= 110 1 E ¢ la matrice di passaggio dalla base canonica alla base spettrale.
0 01 0
Calcoliamo E~!
1 0 0 11 0 0 O 1 00 1]1 0 0O
1 1.0 00 1 00 1 1.0 00 1 00
1 1.0 10 01 0 T 00 0 10 -1 10 T
0 01 00 0 0 1 0 01 00 0 0 1
1 0001 1 —-10 1 00 01 1 -10
1 1000 1 0 O 0O 1 0 0-1 0 1 O .
0 00 10 -1 1 0 e 0 00 1j0 -1 1 0 =
0 01 00 0 O 1 0 01 00 0 0 1
1 00 0/1 1 -10
010 0-1 0 1 0
0 01 00 0 o0 1
0 00 1/10 -1 1 0
Provoche E.D.E' =4
1 00 1Y(0 O 0 O 1 1 -1 0 0 0 0 2 1 1 -10
1 1.0 0[]0 -1 0 O||-1 0 of {0 -1 0 Of|-1 O 1 O
11 01/lo o -1oflo 0o o 1] ]0o-1 0 2[[0 0o o 1|
0 01 0)to 0 0 2){0 -1 1 O 0 0 -1 0jJ{LO0 -1 1 0
0 -2 2 0
{10 -1 0
1 -2 1 0
0 0 0 -1

Calcolo 4* = E.D¥ . E™!
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0

1+ 2%

_ 920

-1
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